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1 Zur Begrifflichkeit der Zahl

Der komplexe Begriff der Zahl kann auf unterschiedliche Weise strukturiert wer-
den. Fricke (1970, 32) unterscheidet beispielsweise zwischen der philosophisch-
ontologischen Sichtweise, der psychologisch-genetischen Herangehensweise und
dem logisch-mathematischen Standpunkt. Maier (1972, 34f) differenziert zwischen
dem pragmatischen Begriff der Anzahl, dem psychologischen Zahlbegriff und der
philosophisch-mathematischen Zahl. Im vorliegenden Kapitel wird zunachst die
mathematische Sichtweise, also die Zahl betrachtet. Kapitel 1.2 beschéftigt sich
mit der Herkunft der Zahl, um sich dem Begriff von einer anderen interessanten
Weise zu ndhern. Der Zahlbegriff, von dem im psychologischen Zusammenhang
gesprochen wird, findet in Kapitel 1.3 Bertcksichtigung. Abschliel3end wird in Ka-
pitel 1.4 auf der Grundlage der gewonnenen Erkenntnisse eine eigene Arbeitsde-
finition des Zahlbegriffs entwickelt, um eine gemeinsame Diskussionsgrundlage in

Bezug auf die vorliegende Arbeit zu schaffen.

Eine vollstandige Darstellung des Begriffs Zahl kann hier nicht das Ziel sein. Es
wird versucht, einen Einblick in die Komplexitat der Zahl bzw. des Zahlbegriffs zu

geben, um diesen Aspekt fur die Arbeit nutzbar zu machen.

1.1 Zur Definition des Begriffs ,Zahl“ in der Mathematik

In der Mathematik wird der Zahlenraum in verschiedene aufeinander aufbauende
Zahlbereiche unterteilt, namlich in die Menge der naturlichen Zahlen, der ganzen
Zahlen, der Bruchzahlen etc. bis hin zu den komplexen Zahlen. Innerhalb dieser
Zahlbereiche koénnen wiederum Zahlenarten unterschieden werden, wozu bei-
spielsweise gerade und ungerade Zahlen, Primzahlen, Quadratzahlen etc. geho-
ren (vgl. Meyers Lexikonredaktion 1990, 501ff). Was aber ist eine Zahl? Um diese
Frage zu klaren, wurde oft versucht, diesen komplexen Begriff auf seinen Ur-
sprung, d.h. auf seine einfachsten Grundlagen zu reduzieren (Reduktionismus).

Diese Grundlagen aller Zahlen sind die natirlichen Zahlen (vgl. Wember 1998,
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36). Aber selbst dann, wenn nur die nattrlichen Zahlen betrachtet werden, gibt es
noch eine Vielzahl sehr unterschiedlicher Begriindungen von Zahlen. Eine davon
ist die vielfach diskutierte Mengentheorie, als deren Begrunder G. Cantor (1845-
1918) gilt. Demnach ist eine Menge M ,jede Zusammenfassung von bestimmten
wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens (wel-
che die Elemente von M genannt werden) zu einem Ganzen* (Meyers Lexikonre-
daktion 1990, 296). Mit anderen Worten kénnen also Mengen sehr unterschiedli-
che Elemente enthalten, z.B. acht Birnen, acht Bananen und acht Apfel. Obwohl
diese Mengen offensichtlich sehr unterschiedlich sind, haben sie doch eine ge-
meinsame Eigenschaft: die Zahl (in diesem Fall die Zahl Acht). Bei dieser Darstel-

lung geht es also um die Anzahl an Elementen, den Kardinalzahlaspekt.

Eine alternative Begriindung der Zahl sieht die Funktion bzw. die Zahlzahl als
deren Grundlage. Demnach steht die Reihenfolge der Zahlen im Vordergrund
(Ordinalzahlaspekt), methodisch gesehen also das Zahlen (vgl. Wember 1998,
36f). Es wird davon ausgegangen, dass jede Zahl einen Nachfolger hat und die
Zahlen sich bis zur Unendlichkeit weiter verfolgen lassen. Um diesen Zusammen-
hang noch exakter zu definieren, entwickelte Guiseppe Peano im 19. Jahrhundert
ein Axiomensystem bezuglich der naturlichen Zahlen, d.h. einige Grundsatze, die
als gegeben angenommen werden dirfen und nicht mehr weiter begrindet wer-
den missen. Die Peano-Axiome beschreiben die Zahl und auf ihnen bauen alle
anderen Zahlbereiche auf (vgl. Meyers Lexikonredaktion 1991, 40). Diese Regeln
sollen anstelle der komplizierten, jedoch exakten mathematischen Sprache, wie
Muller und Wittmann (1984, 175) sie auffihren, in Schriftsprache dargestellt wer-

den, um die hier wichtigen Zusammenhénge leichter verstandlich zu machen:

@ P.1. 1 ist eine naturliche Zahl.

@ P.2. Jede naturliche Zahl hat einen Nachfolger, bei dem es sich ebenfalls
um eine naturliche Zahl handelt; demnach ist die Folge der natirlichen
Zahlen unendlich.

@ P.3. Die einzige Zahl, die kein Nachfolger ist, ist die 1, da diese den An-

fang der Zahlreihe darstellt.
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@ P.4. Jede naturliche Zahl, mit Ausnahme der 1, hat genau einen Vorgan-
ger.

@ P.5. Die Menge der naturlichen Zahlen ist eine Menge, welche die Zahl 1

und die Nachfolger aller Zahlen aus dieser Menge enthalt.

1.2 Zur Herkunft der Zahl

Die Frage nach der Herkunft der Zahl beschaftigt die Menschen schon seit vielen
Jahrtausenden (vgl. Moser Opitz 2001, 15). Dabei wurden hauptsachlich zwei
kontroverse Standpunkte diskutiert: wurde die Zahl erfunden (Konstruktivismus)

oder vom Menschen entdeckt (Idealismus)?

Schon in der Antike war Pythagoras (6. Jahrhundert v.Chr.) der Meinung, dass die
Zahlen vom Menschen entdeckt und fir den Alltag genutzt wurden. Dies ist mit
der Tatsache vergleichbar, dass den Menschen nicht immer bewusst war, dass
Planeten und das Sonnensystem schon seit jeher existieren. Fir ihn waren Zah-
len die wahre Realitat und die Sprache des Universums (vgl. Brainerd 1979, 2ff).
Auch Keppler begriindete seinen ebenfalls idealistischen Standpunkt damit, dass
die Ordnung der Weltharmonie durch Zahlen beschrieben werden kénne und
auch die Zahlen aufgrund der Tatsache, dass die Welt schon ewig existiere,

schon immer vorhanden gewesen sein mussten (vgl. Wember 1998, 23f).

Immanuel Kant, Hermann Weyl und besonders Leopold Kronecker stellten im 18.
und 19. Jahrhundert die Vermutung auf, dass die Grundlage der Zahlen, also die
naturlichen Zahlen, gottgegeben sein konnten, also schon immer existierten, wah-
rend alle anderen Zahlbegriffe vom Menschen erfunden wurden (vgl. Maier 1990,
6 und Wember 1998, 23).

Dies fuhrt zum konstruktivistischen Standpunkt, der seit dem spaten 19. Jahrhun-
dert vorwiegend vertreten wird. Gottlob Grege und Richard Dedekind beispiels-
weise sind der Ansicht, dass die Zahl vom Menschen konstruiert, also erfunden
wurde, um ihm gleichsam dem Rad, der Gluhbirne oder dem Radio zu dienen (vgl.
Brainerd 1979, 2f). Auch fir Dedekind sind Zahlen ,freie Schopfungen des
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menschlichen Geistes, sie dienen als ein Mittel, um die Verschiedenheit der Din-

ge leichter und schéarfer aufzufassen” (vgl. Dedekind 1965, III).

Die Diskussion bezuglich der Herkunft und Identitat der Zahl dauert bis heute an.
Interessant ist in diesem Zusammenhang die phylogenetische Entwicklung der
Zahl, denn hier sind einige Argumente des Idealismus sowie des Konstruktivis-

mus wiederzufinden.

In friheren Zeiten gab es die Zahl nicht als abstrakten Begriff wie heute. Statt
dessen beschrieben die Menschen eine Menge als einen qualitativen Zustand. In
einigen Bereichen geschieht das heute noch, wenn wir z.B. von einem Regenguss
im Unterschied zu einem Nieselregen sprechen. Ohne genaue quantitative Anga-
ben zu machen, nur durch die Beschreibung des qualitativen Zustandes, kdnnen
wir Aussagen Uber die Menge des Regens machen. Ahnlich kann man sich das
Zahl“verstandnis der Naturvolker vorstellen. Daraus entwickelten sich schlief3lich
Symbole flir Mengen, die sich an der Natur orientierten, beispielsweise kdnnte ein
Kleeblatt fur die Menge drei gestanden haben etc. (vgl. Csocsan u.a. 2002, 15).
Diese wurden zunéachst nur gedacht und evtl. sprachlich geaufert. Erst seit 3000
v.Chr. existieren archaologische Funde, die zeigen, dass Zahlzeichen erstmalig
von den Babyloniern auf Tontafeln geschrieben bzw. eingebrannt wurden, wo-
durch sie heute noch erkennbar sind (Neubrand & Mdller 1990, 32). Grolere
Mengen ,zahlte* man mit Hilfe der Materialmethode, bei der z.B. ein Stein fir ei-
nen zu zahlenden Gegenstand beiseite gelegt wurde (Stuck-fur-Stick-
Korrespondenz). Anhand der Menge der Steine konnte nun auf eine andere Men-
ge, beispielsweise auf die der Schafe, geschlossen werden. Dabei ordneten die
Menschen die Zeichen systematisch in Gruppen und Muster, was von einem ge-

wissen Verstandnis fur die Zahl zeugt (vgl. Csocsén u.a. 2002, 16).

Doch beinhalten weder die genutzten Zeichen noch die Materialmethode abstrak-
te Zahlzeichen. Erst ab ca. 1800 v.Chr. schrieben die Babylonier Mengen einheit-
lich und abstrakt, oder vielmehr ,halb-abstrakt* auf. Das Zeichen fur einen einzel-

nen Gegenstand war ein Strich (1), wahrend zehn Gegenstande durch einen Win-
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kelhaken (<) zusammengefasst wurden. Die Zahl 14 wurde also folgendermafien
dargestellt: ,<Illl“. Bei hoheren Zahlen stiel3 dieses Verfahren schnell an seine
Grenzen, so dass die 60 als eine Art Basis eingefiihrt wurde und vorweg gestellte
Einer-Zeichen als 60 fungierten. Die Zahl llI<<<Illl war demnach 3 mal 60 plus 34,
also 214 (vgl. Neubrand & Moller 1990, 33). Dieses auf 60 basierende System
war jedoch nicht das einzige. Andere Kulturen verwendeten die 12, die 20 oder
die 10 (wie wir heute) als Basiszahl, wobei viele verschiedene Systeme der
Schreibweise entstanden sind, auf die an dieser Stelle aber nicht naher einge-

gangen wird.

Diese Erkenntnisse machen deutlich, dass die Menschheit Zahlen zunachst als
eine positive Menge aufgefasst hat, welche heute als die Menge der nattrlichen
Zahlen bezeichnet wird. Die Darstellung von Mengen und spéter auch die Ver-
standigung dariber im Alltag wurde bendtigt, um beispielsweise Handel betreiben
zu konnen. Im 9. Jahrhundert nach Christus reichten die vorhandenen Zeichen im
Alltag nicht mehr aus; so wurde in Indien zum ersten mal ein Zeichen fir die Null
eingefuhrt. Es folgten die negativen Zahlen, beispielsweise in Form von Schuld-
scheinen, und dann die Stammbriiche, die generalisiert und spater um alle ande-

ren Bruchzahlen erweitert wurden (vgl. Wember 1998, 31).

Bis zur Einfuhrung der Null in Europa im 12. Jahrhundert wurde auf unterschiedli-
che Weise gerechnet. Haufig wurde dazu ein System verwendet, das dem eines
Abakus (Rechenmaschine) sehr nahe kam. Mit der Einfuhrung der Null war nun
der schriftliche Algorithmus moglich. Bis zum 16. Jahrhundert wurden beide Me-
thoden, d.h. sowohl der Abakus als auch der schriftliche Algorithmus, parallel
verwendet, bis sich der schriftliche Algorithmus schlie3lich durchsetzte. Der
Buchdruck ermdglichte eine Vervielfaltigung und rasche Verbreitung von Berech-
nungen, was der Abakus nicht vermochte. Dennoch wird dieser auch heute noch
in vielen, vorwiegend asiatischen, Landern verwendet und stellt ein gutes Re-

chenwerkzeug dar. Er macht unser auf 10 basierendes System besonders deut-
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lich. Dieser Zusammenhang wird in Kapitel 3.4 im Zuge einer Beschreibung des

Abakus noch naher erlautert (vgl. Csocsén u.a. 2002, 17f).

Wie in dieser Darstellung der evolutiondren Entwicklung der Zahl deutlich wird,
kann die Frage nach der Herkunft der Zahl nicht eindeutig beantwortet werden.
Es ist denkbar, dass die Zahl an sich gottgegeben ist und dass die Menschheit sie
nur Schritt fir Schritt in beschriebener Weise entdeckt hat. Die Zahl Null, so mag
begriindet werden, existierte allein schon dadurch, dass ein Bauer beispielsweise
.keine“ Huhner, also null Hihner, besitzen konnte, und zwar bereits vor der
sprachlichen und schriftlichen Verwendung der Zahl Null. Auch die Argumentati-
on, dass es im Weltall Orte des ,Nichts" gibt, unterstitzt diese These. Ebenso
verhalt es sich mit negativen Zahlen (beispielsweise, wenn einer dem anderen
etwas schuldet) sowie bei Bruchzahlen (wenn nur ein halbes Huhn gekauft wur-
de). Andererseits ist es ebenso denkbar, dass sich all diese Zahlen lediglich aus
dem alltaglichen Handeln der Menschen ergeben haben, ohne dass sie vorher
bereits existierten. Neuere Untersuchungsergebnisse befurworten jedoch zum
groBen Teil den konstruktivistischen Standpunkt bzw. die Kombination beider
Theorien, also dass die natirlichen Zahlen gottgegeben sind und wir Menschen
uns den Rest erdacht haben (vgl. Wember 1998, 24).

Dennoch sind einige Schlussfolgerungen beziglich des Zahlbegriffs und seiner
Entwicklung moglich. So wird deutlich, dass sich gewisse Ahnlichkeiten zwischen
der phylogenetischen und der ontogenetischen Entwicklung des Zahlbegriffs ab-
zeichnen. Beispielsweise wurde beim Z&ahlen in der friheren Geschichte die Eins-
zu-Eins-Zuordnung ebenso wie der Gebrauch von Kérperteilen, wie z.B. der Fin-
ger, gewahlt, genauso, wie es heute noch bei der kindlichen Zahlbegriffsentwick-
lung zu beobachten ist. In diesem Zusammenhang ist es meines Erachtens inte-
ressant festzuhalten, dass der Mensch zunéchst den Mengenaspekt einer Zahl
betrachtet hat, den Aspekt der Reihenfolge aber anfanglich kaum erkannt und
berticksichtigt zu haben scheint. Diese Frage nach den einzelnen Aspekten der
Zahl soll im folgenden Kapitel noch einmal aufgegriffen werden. Anhand der lan-

gen Dauer der geschichtlichen Entwicklung kann verdeutlicht werden, wie kom-

6



© Melanie Linscheidt
plex und abstrakt der Begriff der Zahl ist, und wie schwierig demzufolge die Ent-
wicklung des Zahlbegriffs beim Kind sein kann (vgl. Csocsan u.a. 2002, 15). Auf

diese kindliche Entwicklung des Zahlbegriffs wird im Verlauf der Arbeit noch aus-

fuhrlich eingegangen.

1.3 Die Zahl aus psychologischer Sichtweise

Wie bereits erwahnt, wird bei einer psychologischen Sichtweise der Zahl von ei-
nem Zahlbegriff gesprochen. Diese psychologische Sichtweise des Zahlbegriffs

wird in diesem Kapitel angesprochen.

Kontroverse um die Entwicklung des Zahlbegriffs

Ein Kind lernt im Laufe seiner Entwicklung, &hnlich wie die Menschheit im Laufe
der Geschichte, immer mehr Gber Zahlen und deren Zusammenh&ange kennen.
Solche Kenntnisse in Bezug auf Zahlen werden zusammenfassend Zahlbegriff
genannt. Allerdings ist auch heute noch unklar, welche Aspekte zu einem Zahl-
begriff gehdren. Eine wichtige Frage in dem Zusammenhang ist beispielsweise,
ob ,der Zahlbegriff erst gebildet [ist], wenn man nur die Zahlen eingefuhrt hat,
oder (...) der Zahlbegriff erst gewonnen [ist], wenn auch die Beziehungen zwi-
schen den Zahlen bekannt sind?“ (Lange 1984, 5). Diese Frage wird auch heute
noch kontrovers diskutiert. Maier (1972, 34) spricht von Zahlbegriffen ,sobald sich
die Zahlen von konkreten Gegenstanden I6sen und als subjektive Vorstellungsin-
halte Bestand in sich gewinnen [...]. Sie stellen eine Abstraktion dar, welche die
Zusammenfassung verschiedener Sachverhalte unter einem gemeinsamen quan-
titativen Gesichtspunkt ermdglicht und erleichtert” (Maier 1972, 34). Er geht also
davon aus, dass von einem Zahlbegriff erst dann gesprochen werden kann, wenn
grundlegende Beziehungen, also verschiedene Sachverhalte, erkannt werden.
Allein die Kenntnis der Zahlenfolge stellt fur ihn noch keinen Zahlbegriff dar.

Freudenthal (1973, 259) spricht hingegen nicht von einem, sondern von mehreren



© Melanie Linscheidt
Zahlbegriffen, wie beispielsweise dem inhaltlichen, dem methodologischen oder

dem genetischen Zahlbegriff.

Piaget und Szeminska (1969, 208) versuchten erstmalig, den psychologischen

und den logisch-mathematischen Zugang zur Zahl zusammenzufihren:

Eine Kardinalzahl ist eine Klasse, deren Elemente aufgefal3t werden als
untereinander aquivalente und dennoch unterschiedene ,Einheiten”,
deren Differenzen also nur darin bestehen, dafl man sie aufreihen, also
anordnen kann. Umgekehrt sind die Ordinalzahlen eine Reihe, deren
Glieder, obgleich sie aufeinander folgen nach den Ordnungs-
Relationen, die ihnen ihre jeweiligen Rangstufen zuweisen, ebenfalls
Einheiten sind, die einander aquivalent sind und infolgedessen kardinal
zusammengefigt werden kénnen. Die finiten Zahlen sind also zwangs-
laufig zugleich Kardinal- wie Ordinalzahlen.

Ein Beispiel soll diesen Zusammenhang verdeutlichen. Angenommen, es sollen
sieben Fruchte gezéhlt werden. Da es sich bei der Zahl sieben in diesem Fall um
eine Anzahl handelt, wird diese Zahl Kardinalzahl genannt. Beim Zahlen der
Frichte muss aber darauf geachtet werden, dass keine Frucht doppelt gezahlt
oder eine vergessen wird. Jede Frucht muss genau einmal gezahlt werden. Um
dies zu ermoglichen, wird eine Frucht nach der anderen gezéhlt, es wird also eine
Reihenfolge festgelegt, in der jede Frucht seine eigene Position hat, die sie von
den anderen Frichten unterscheidet. Dieser Rangplatz ist eine Ordnungszahl.
Die Ordnungszahl der letzten Frucht in der Reihe ist identisch mit der Anzahl der
Frichte, der Kardinalzahl. ,Weil das letzte Element das Siebte (Ordinalzahl) ist,
sind es zusammen sieben (Kardinalzahl)* (Hamel & Tombe 1972, 79). Jede Zahl
ist also laut Piaget zugleich Kardinal- wie Ordinalzahl, da eine Kardinalzahl durch
Zahlen nicht ohne den Ordinalzahlaspekt bestimmt werden kann (vgl. Hamel &
Tombe 1972, 78f).

Die verschiedenen Autoren ndhern sich dem abstrakten Zahlbegriff aus unter-
schiedlichen Richtungen und Blickwinkeln. Dabei werden jeweils verschiedene
Aspekte hervorgehoben oder ausgelassen. Eine allgemeingultige Definition wurde

bis heute nicht formuliert (vgl. Lange 1984, 6).
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Heutzutage versteht man unter einem Zahlbegriff im Allgemeinen einen komple-
xen Begriff, der verschiedene Aspekte beinhaltet (vgl. Lange 1984, 6). Diese wer-
den auf unterschiedliche Weise eingeteilt, beinhalten aber alle im Prinzip dassel-

be. Miller und Wittmann (1984, 172f) unterscheiden sechs verschiedene Aspekte

der Zahl, welche in der folgenden Tabelle 1 kurz vorgestellt werden:

Zahlaspekt Beschreibung zugehorige Beispiel
Frage
Ordinal- a) Zahlzahlaspekt: Fol- Grundzahlen: eins,
zahlaspekt ge der naturlichen zwel, drei, ...
Zahlen
b) Ordnungszahlaspekt: | Der wieviel- | Ordnungszahlen:
Rangplatz von Ele- |te? der erste, der zwei-
menten te, der dritte...
Kardinal- Zahlen beschreiben die |Wie viele? Grundzahlen; meist
zahlaspekt | Machtigkeit von Mengen; mit Benennung:
Anzahl der Elemente sieben Frichte
Operator- Zahlen beschreiben die |Wie oft? Zahladverbien:
aspekt Vielfachheit einer Hand- einmal, zweimal,
lung oder eines Vorgan- dreimal; noch
ges zweimal schlafen...
MaRzahl- Zahlen dienen als Ma3- |Wie lang? 5 Meter, 7 Stunden
aspekt zahlen fur Gro3en Wie grol3?
USW.
Rechen- a) algebraischer Aspekt: Kommutativgesetz:
zahlaspekt |Zahlen bilden bezuglich atb=b+a
der Rechenoperationen Assoziativgesetz:
eine algebraische Struk- (at+b)+c=a+(b+c)
tur mit gewissen Geset- usw.
zen
b) Algorithmischer As- Rechnen mit Algo-
pekt: Darstellung von rithmen
Zahlen im Stellenwert-
system
Codierungs- | Zahlen als Bezeichnung Telefonnummern,
zahlaspekt |fur Objekte Postleitzahlen etc.

Tabelle 1: Ubersicht iiber die Zahlaspekte (in Anlehnung an Miiller & Wittmann 1984, 172f und
Csocsan 2001, 18f)

Diese unterschiedlichen Aspekte der Zahl bzw. die verschiedenen Kontexte, in
denen Zahlen vorkommen, missen in jedem Fall verstanden sein, um von einem

Zahlbegriff sprechen zu kdnnen. Dennoch ist auch bis heute nicht endgliltig ge-
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klart, welcher Aspekt sich zuerst entwickelt und welcher fir einen anderen Vor-
aussetzung sein konnte. Muller und Wittmann (1984, 173) bemerken, dass die
Zahlzahl eine Art Grundlage fur die anderen Aspekte zu sein scheint. Durch ein
Abzahlen wird ein Rangplatz (eine Ordnungszahl) bestimmt; durch Auszahlen die
Anzahl an Elementen (die Kardinalzahl); durch Abtragen einer Einheit eine Gro3e
(MaRaspekt) und durch Weiterzahlen eine Addition (algebraischer Aspekt). Doch
auch diesbezuglich besteht, wie in fast allen Bereichen des Zahlbegriffs, keine

einheitliche Meinung.

Kontroverse um angeborene oder erlernte Fahigkeiten beziig-
lich der Zahl

Mit der Frage, ob F&ahigkeiten beziglich der Zahl angeboren sind oder erlernt
werden mussen, beschaftigte sich u.a. Brian Butterworth (1999), der eine Vielzahl
von Experimenten durchgefihrt und zusammengetragen hat. Er geht davon aus,
dass Menschen mit einem so genannten ,Zahlenmodul* geboren werden. Aufgabe
dieses Moduls ist es nach Butterworth (1999, 7), die Welt in Zahlen zu betrachten
und zu kategorisieren. Er vergleicht diese Fahigkeit mit dem Sehen von Farben,
was dem Menschen in der Regel angeboren ist und nicht erst gelernt werden
muss. Dieses Zahlenmodul, ,ein Geflhl fur Zahlen®, wie Csocsan u.a. (2002, 21)
es ausdricken, wird durch Werkzeuge erganzt, welche die Menschheit im Laufe
der Geschichte erfunden haben. Diese Werkzeuge sind nach Butterworth (1999,
7f) das Darstellen der Zahlen durch Korperteile (z.B. durch Finger), sprachliche
Repréasentationen (also Zahlworter wie eins, zwei, drei etc.), Ziffern (z.B. 1, 2...)
und externe Mittel (z.B. Lernmaterialien). Solche Werkzeuge sind nicht angebo-
ren, sondern erfunden, um das angeborene Zahlenmodul nutzen zu kénnen. But-
terworth (1999, 112ff) belegt diese theoretische Annahme mit einigen Versuchen,
die u.a. zeigen, dass ein sechs bis acht Monate altes Kind Karten langer betrach-
tet, je mehr Gegenstande auf ihnen abgebildet sind. Somit zeigt er auf, dass Kin-
der mit der Fahigkeit geboren werden, die Veranderung von Anzahlen zu bemer-

ken. Auch Ahlberg und Csocsan (1997, 2) unterstreichen, dass schon Séuglinge
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Mengen von bis zu drei Objekten erkennen und differenzieren kdnnen, ohne in
der Lage zu sein, diese zu z&hlen. Diese angeborene Fahigkeit, das so genannte
»Subitizing®, beinhaltet auRerdem das Erkennen von Mustern. Damit sind Zahldar-

stellungen gemeint, die als Ganzes, d.h. als ein Muster, gesehen oder gehort

werden kdnnen (vgl. Ahlberg & Csocsan 1997, 2).

Butterworth (1999, 112f) betrachtet weiterhin die Fahigkeit von S&uglingen, das
Ergebnis von Addition und Subtraktion zu erwarten. Eine Studie von Karen Wynn
(1992, 320ff) verweist darauf, dass sich schon kleine Kinder tberrascht zeigen,
wenn beispielsweise von zwei Puppen eine weggenommen wird und dennoch
zwei Ubrig bleiben. Dies setzt ein grundlegendes Verstandnis von ,Wegnehmen*
voraus. Allerdings bleibt unklar, ob Kinder in diesem Alter diese Erwartungen ge-
neralisieren kdnnen, oder ob sich diese nur auf die aktuelle Situation beziehen
(vgl. Butterworth 1999, 115). Butterworth vertritt also den Standpunkt, dass der
Begriff der Zahl in seiner Grundlage angeboren ist, im Laufe des Lebens jedoch
weiter entwickelt wird. Es wird aber nicht eindeutig geklart, was genau zu dieser
als ,Zahlenmodul“ bezeichneten Féhigkeit gehort, was also tatsédchlich angeboren

und was erlernt ist.

1.4 Begriffsklarung fur diese Arbeit

Die vorangegangenen Kapitel zusammenfassend kann der Schluss gezogen wer-
den, dass Zahlen, selbst wenn nur die natirlichen Zahlen betrachtet werden, im
Allgemeinen sehr einfach und bekannt zu sein scheinen, sie aber kaum jemand
wirklich versteht (vgl. Wember 1998, 29). Fast jeder behauptet von sich, die natir-
lichen Zahlen zu kennen, aber bei etwas genauerer Betrachtung sind die Zusam-
menhange und Beziehungen zwischen den Zahlen so komplex, dass ein vollstan-
diges Verstandnis, erst recht in Bezug auf alle weiterfuhrenden Zahlbereiche, als

nicht erzielbar erscheint.

Dennoch gibt es ein grundlegendes Verstandnis der natirlichen Zahlen, welches

in den ersten Lebensjahren entwickelt wird und auf dem die weitere mathemati-
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sche Entwicklung aufbaut. In der vorliegenden Arbeit soll von einem Zahlbegriff
gesprochen werden, wenn dieses grundlegende Verstandnis vorliegt. Damit mei-
ne ich nicht das Aufsagen der Zahlwortreihe oder das auswendige Dahersagen
von Additionsaufgaben. Vielmehr meine ich ein Verstandnis in Bezug auf das De-
zimalsystem und zwar sowohl in Bezug auf geschriebene Ziffern als auch auf
Zahlworte. Zudem muss sich ein Kind innerhalb dieses Dezimalsystems operatio-
nal, d.h. bei Aufgabenstellungen sinnvoll bewegen kénnen. Diesbeziglich mdchte
ich mich Maier (1972, 34) anschlie3en, dem zufolge ein Zahlbegriff die Losung
von konkreten Gegenstanden und eine Abstraktion beinhaltet (vgl. Kapitel 1.1).
Auch das Verstandnis der Peano-Axiome, das die Grundlage fur das Verstandnis

des Dezimalsystems darstellt, ist Teil des Zahlbegriffs (vgl. Kapitel 1.3).

Um von einem Zahlbegriff sprechen zu kénnen, missen alle in Kapitel 1.3 er-
wahnten Zahlaspekte begriffen werden. Dies beinhaltet auch bestimmte grundle-
gende Rechenoperationen und Beziehungen wie die ,Teile im Ganzen“-Relation

oder die ,Kleiner-GroRRer“-Beziehung.

Bezlglich der Diskussion um ein angeborenes oder erlerntes Grundverstandnis
von Zahlen kann im Zuge dieser Arbeit kaum eine Aussage getroffen werden.
Dennoch mdchte ich davon ausgehen, dass ein Grundverstandnis fiur Zahlen bei
der Geburt vorhanden ist, wie auch immer dieses aussehen mag. Die Ausweitung
dieses Grundverstéandnisses auf einen Zahlbegriff ist dann jedoch in der Entwick-

lung des Kindes zu suchen (vgl. Kapitel 1.3.2)
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